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FONCTIONS NUMERIQUES D’UNE VARIABLE REELLE

EXERCICES 10

EXERCICE 10.1
Soit la fonction définie sur ]—oo;+oo[ par :
f(x)=2x-5
1. Etudier le signe de f(a)—f(b) pour a et b
appartenant a |—o;+oo[ avec a <b ; en déduire le

sens de variation de f sur cet intervalle.
2. Dresser le tableau de variation de f.

EXERCICE 10.2
Soit la fonction définie sur J—oo;+oo[ par :
f(x)=—4x+1
1. Etudier le signe de f(a)—f(b) pour a et b
appartenant a |—o;+oo| avec a <b ; en déduire le

sens de variation de f sur cet intervalle.
2. Dresser le tableau de variation de f.

EXERCICE 10.3
Soit la fonction définie sur ]—oo;+oo[ par :
f(x)= x2 -3
1.a. Etudier le signe de f(a)—f(b) pour a et b
appartenant a [O;+oo[, avec a < b ; en déduire le

sens de variation de f sur cet intervalle.
b. Méme consigne sur ]—o;0].

2. Dresser le tableau de variation de f.

EXERCICE 10.4
Soit la fonction définie sur ]—oo;+oo[ par :

f(x)=(x+2)" -6
1.a. Etudier le signe de f(a)—f(b) pour a et b

appartenant a [—2;+oo[ , avec a < b ; en déduire le

sens de variation de f sur cet intervalle.
b. Méme consigne sur ]-o0;—-2].

2. Dresser le tableau de variation de f.

EXERCICE 10.5
Soit la fonction définie sur ]—oo;l[u]l;—i—oo[ par :
1
f(x)=—
(X)=-—
1.a. Etudier le signe de f(a)—f(b) pour a et b
appartenant a ]1;+oo[, avec a < b; en déduire le

sens de variation de f sur cet intervalle.
b. Méme consigne sur |—oo;1.

2. Dresser le tableau de variation de f.

EXERCICE 10.6
Soit la fonction définie sur ]—oo;+oo[ par :
f(x):x2—8x+3
1. Soit a et b deux réels. Montrer que:
f(a)-f(b)=(a—b)(a+b-8)
2. a. Etudier le signe de f(a)—f(b) pour a et b
appartenant a [4;+oo[, avec a < b ; en déduire le

sens de variation de f sur cet intervalle.
b. Méme consigne sur ]—o;4].

3. Dresser le tableau de variation de f.

EXERCICE 10.7
Soit la fonction définie sur ]—oo;+oo[ par :

f(x) = 2x% 1 4x+1
1. Soit a et b deux réels. Montrer que:
f(a)-f(b)=2(b-a)(a+b-2)
2. a. Etudier le signe de f(a)—f(b) pour a et b
appartenant a [1;+oo[, avec a < b ; en déduire le

sens de variation de f sur cet intervalle.
b. Méme consigne sur ]—o;1].

3. Dresser le tableau de variation de f.

EXERCICE 10.8
Soit la fonction définie sur ]—o0;3[\U]3;+o0[ par:
2
f(X)=4+——
(X)=4+-—
1. Soit a et b deux réels. Montrer que :
f(a)- f (b)_ﬂ
~(a-3)(b-3)
2. a. Etudier le signe de f(a)—f(b) pour a etb

appartenant a |3;+oo[ , avec a < b ; en déduire le
sens de variation de f sur cet intervalle.
b. Méme consigne sur ]—o;3] .

3. Dresser le tableau de variation de f.

EXERCICE 10.9
Soit la fonction définie sur ]—oo;—5[u]—5;+oo[ par :
3
f =2-——
(X) X+5
1. Soit a et b deux réels. Montrer que :
3(a—b)
f(a)-f(b)=———"—
(2)=(b) (a+5)(b+5)
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2. a. Etudier le signe de f(a)—f(b) pour a et b
appartenant a ]—5;+oo[, avec a < b ; en déduire le
sens de variation de f sur cet intervalle.

b. Méme consigne sur ]-oo;—5[.

3. Dresser le tableau de variation de f.

EXERCICE 10.10
Soit la fonction définie sur ]—co;+oo[ par :

()=

+1

Exercice 10.11

1. Soit a et b deux réels. Montrer que :
_3(b+a)(b-a)

f(a)-f(b)=
SR (e e
2. a. Etudier le signe de f(a)—f(b) pour a et b

appartenant a [0;+oo[, avec a < b ; en déduire le

sens de variation de f sur cet intervalle.
b. Méme consigne sur ]-o;0].

3. Dresser le tableau de variation de f.

Soit la fonction définie sur ]—oo;+oo[ par: f(x)= X3 -3x.

1. Soit a et b deux réels. Montrer que f (a)—f(b)= (a—b)(a2 +ab+b? —3)

2. A l’aide des propriétés des inégalités, déterminer le signe de (a2 +ab+b? —3) dans les cas suivants :

a.a>lethbh>1 b.0<a<letO0<b<l1
3. Compléter le tableau suivant :

c. -1<a<0et-1<b<0 da<-letb<-1

aeth a<b<-1

-1<a<b<0

0O<a<bx<i l<a<b

a-b

a+ab+b%-3

f(a)-f(b)

. Récapituler ces résultats dans un tableau de variation.
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CORRIGE — NoTRE DAME LA MERCI - Montpellier
EXERCICE 10.1

Soit la fonction définie sur J—oo;+oo par f (x)=2x-5
1. Etude du signe de f (a)-f (b):
Soient a,be |—o;+oof tels que a<b :
f (a)-f (b)=(2a-5)—(2b-5)
=2a-5-2b-5=2a-2b=2(a-h)
Onsaitque a<b donc a—b<b—b soit a—b<0
“AINSI f(a)-f(b)<0 soit f(a)< f(b)
Si a<b implique f(a)< f(b), alors la fonction f

est croissante sur ]—oo;+oo[ .

2. Tableau de variation de f:
X , —00

—

EXERCICE 10.2
Soit la fonction définie sur ]—oo;+oo[ par:

f(x)=—4x+1
1. Etude du signe de f (a)—f (b):
Soient a,be ]—oo;+oo[ tels que a<b :
f(a)-f (b)=(—-4a+1)—(-4b+1)
=—4a+1+4b—1=4b—4a=4(b-a)
Onsaitque a<b donc a—a<b—a soit O<b-a
AINSI f(a)-f(b)>0 soit f(a)> f(b)
Si a<b implique f(a)> f(b), alors la fonction f

+00

f

est décroissante sur J-oo;+oo[ .

2. Tableau de variation de f :
X | —0

\

EXERcCICE 10.3
Soit la fonction définie sur ]—oo;+oo[ par :

f(x):x2—3
1.a. Soient a,be[0;+od telsque a<b :
f(a)-f (b)=(a?~3)~(b*~3)=a®~3-b%+3
—a%-b% =(a+b)(a=h)

Onsaitque a<b donc a—b<b-b soit a—b<0
Onsaitque a>0etb>0 donc a+b>0

+00

f

- AINSI (a+b)(a-b)<0
> AINSI f (a)-f (b)<0 soit f(a)< f(b)
Si a<b implique f(a)< f(b), alors la fonction f
est croissante sur [0;+oo[ .
b. Soient a,be |—0;0] tels que a<b :
f(a)-f(b)=(a+b)(a-b)

Onsaitque a<b donc a—b<b-b soit a—b<0
Onsaitque a<0etb<0 donc a+b<0

- AINSI (a+b)(a-b)>0
- AINSI f (a)-f (b)>0 soit f(a)> f(b)
Si a<b implique f(a)> f(b), alors la fonction f

est décroissante sur ]—oo; 0] .
2. Tableau de variation de f :

X|—oo 0 +00

\/

EXERCICE 10.4

Soit la fonction définie sur ]—oo;+oo[ par:
F(x)=(x+2)° -6

1.a. Soient a,be[-2;+oo[ tels que a<b :

f(a)-f (b):[(a+2)2 —6}—[(b+2)2 —6}

—(a+2)°~6-(b+2)° +6=(a+2) —(b+2)°

=[(a+2)+(b+2)][(a+2)—(b+2)]
=[a+2+b+2][a+2-b-2]
=(a+b+4)(a-h)

Onsaitque a<b donc a—b<b-b soit a—b<0

Onsaitque a>—-2 etb>-2 donc a+b>-+4
et a+b+4>0

> AINSI (a+b+4)(a—b)<0
- AINSI f (a)-f (b)<0 soit f(a)< f(b)
a)< f(b), alors la fonction f

Si a<b implique f(
est croissante sur [—2;+od] .

b. Soient a,be ]—0;-2] tels que a<b :
f(a)-f(b)=(a+b+4)(a-h)
Onsaitque a<b donc a—b<b-b soit a—b<0

Onsaitque a<—2etb<-2 donc a+b<—4
et a+b+4<0

N—




www.mathsenligne.net

FONCTIONS NUMERIQUES D’UNE VARIABLE REELLE

EXERCICES 10

- AINSI (a+b+4)(a—b)>0
- AINSI f(a)-f(b)>0 soit f(a)> f(b)

Si a<b implique f(a)> f(b), alors la fonction f
est décroissante sur ]-o0;—2].

2. Tableau de variation de f:

EXERCICE 10.5
Soit la fonction définie sur ]—oo

1

AT UL +oo[ par:

f(x)=ﬁ
1.a. Soient a,be [1;+o[ tels que a<b :
f(a)—f(b):ﬁ—ﬁ
3 1><( ) 1><(a—1)
(a 1)><(b 1) (b—l)x(a—l)
:(b 1)-(a-1) b-1-a+l
(a- Q( 1) (a-1)(b-1)
“(a- U( 1)

Onsaitque a<b donc a—a<b—a soit O<b-—a
Onsaitque a>letb>1
donc a-1>0 et b-1>0

b-a +) _ .
e " e
- AINSI f(a)—f(b)>0 soit f(a)> f(b)

Si a<b implique f(a)> f(b), alors la fonction f

- AINSI

est décroissante sur ]1;+oo[ .

b. Soient a,be]—oo;]] tels que a<b :
b-a
f(a)-f(b)=————
(a)-f(b) (a=1)(6-1)
Onsaitque a<b donc a—a<b—a soit O<b-a

Onsaitque a<letb<l
donc a-1<0 et b-1<0

b-a 5 (+)

EECE S S R
- AINSI f(a)—f(b)>0 soit f(a)> f(b)
Si a<b implique f(a)> f(b), alors la fonction f

- AINSI

est décroissante sur ]—oo;l[.

2. Tableau de variation de f :

EXERCICE 10.6
Soit la fonction définie sur ]—oo;+oo[ par :

f(x)= 2_gx+3
1. Soit a et b deux réels.
f(a)-f(b)=(a?~8a+3)-(b*~80+3)
—a’-8a+3-b%+8b—3
~a2-p2+8b-8a
=(a+b)(a—b)+8(b-a)
=(a+b)(a—b)-8(a-h)
=(a—b)(a+bh-8)

2. a. Soient a,be[4;+o[ telsque a<b :
f(a)-f(b)=(a-b)(a+bh-8)
Onsaitque a<b donc a—b<b-b soit a—b<0

Onsaitque a>4etbh>4
donc a+b>8 et a+b-8>0

- AINSI (a—b)(a+b-8)<0 > (-)x(+)=(-)
- AINSI f (a)—f (b)<0 soit f(a)< f(b)

Si a<b implique f(a)< f(b), alors la fonction f
est croissante sur [4;+oo[ .

b. Soient a,be |—o;4] tels que a<b :
f(a)-f (b)=(a—b)(a+b-8)
Onsaitque a<b donc a—b<b-b soit a—b<0

Onsaitque a<4etb<4
donc a+b<8 et a+b-8<0

- AINSI (a-b)(a+b-8)>0 > (-)x(-)=(+)
- AINSI f (a)—f (b)>0 soit f(a)> f(b)

Si a<b implique f(a)> f(b), alors la fonction f
est décroissante sur |—o;4].

3. Tableau de variation de f :
X l —00 4

\/

+00

f
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EXERCICE 10.7
Soit la fonction définie sur ]—oo;+oo[ par :

f(x):—2x2+4x+1
1. Soit a et b deux reels.
f(a)-f(b)=(-2a%+4a+1)—(-2b% +4b+1)
= —2a%+4a+1+20% —4b-1
=2(b2—a2)+4(a—b)
=2(b+a)(b—a)—4(b-a)
=2(b—a)x(b+a)-2(b—a)x2
=2(b—a)x(b+a-2)
2. a. Soient a,be[1;+oof tels que a<b :
f(a)-f(b)=2(b—a)x(b+a-2)
Onsaitque a<b donc a—a<b—a soit O<b-a

Onsaitque a>letb>1
donc a+b>2 et a+b-2>0

> AINSI 2(b—a)x(b+a—2)>0 > (+)x(+)=(+)
- AINSI f (a)—f (b)>0 soit f(a)> f(b)
Si a<b implique f(a)> f(b), alors la fonction f
est décroissante sur [1;+oo[ .

b. Soient a,be]—0;1] tels que a<b :
f(a)-f(b)=2(b-a)x(b+a-2)
Onsaitque a<b donc a—a<b—a soit O<b-a

Onsaitque a<letb<l
donc a+b<2 et a+b-2<0

> AINSI 2(b—a)x(b+a—-2)<0 > (+)x(-)=(-)
> AINSI f (a)—f (b)<0 soit f(a)< f(b)
Si a<b implique f(a)< f(b), alors la fonction f
est croissante sur |—o;1].

3. Dresser le tableau de variation de f:
X I —0 1

_— T

+00

f

ExXERcCICE 10.8
Soit la fonction définie sur ]—oo;3[u]3;+oo[ par :
2
f(xX)=4+——
(X)=4+-—
1. Soit a et b deux réels.

f(a)—f(b):(4+£j_(4+éj

2 4 2
a-3 b-3
2><(b—3) 2><(a—3)
~(a-3)x(b-3) (b-3)x(a-3)
~2(b-3)-2(a-3)
T (@-9)(b-9)
_2b-6-2a+6 _ 2(b-a)
(a-3)(b-3) (a-3)(b-3)
2. a. Soient a,be [3;+od| telsque a<b :
2(b—a)
f(a)-f(b)=——+———
Onsaitque a<b donc a—a<b—a soit O<b-a
Onsaitque a>3etb>3
donc a—3>0 et b—3>0

20-a) o ()

@96-3 " e )
- AINSI f (a)—f (b)>0 soit f(a)> f(b)
Si a<b implique f(a)> f(b), alors la fonction f

=4+

- AINSI

est décroissante sur ]3;+oo[ .
b. Soient a,be |-o0;3 tels que a<b :
2(b-a)
f(a)-f(b)=———"—
Onsaitque a<b donc a—a<b—a soit O<b-a

Onsaitque a<3eth<3
donc a—3<0 et b—3<0

2(b-a) . (+) _ .

- AINSI —(a—B)(b—B) 0-> (—)x(—) ( )

> AINSI f (a)—f (b)>0 soit f(a)> f(b)
Si a<b implique f(a)> f(b), alors la fonction f

est décroissante sur ]—oo;3[ .

3. Dresser le tableau de variation de f:

K | o 3 +oo
I
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EXERcCICE 10.9
Soit la fonction définie sur ]—oo;—5[u]—5;+oo[ par :

3
f =2-——
(X) X+5

1. Soit a et b deux réels.

oot ot

3 3 3 3
_2+ — _
b+5 b+5 a+5

_ 3i::+5)  3x(b+5)
(b+5)x(a+5) (a+5)x(b+5)
_3(a+5)-3(b+5)
B (b+5)(a+5)
_3a+15-3b-15 _ 3(a-b)
(b+5)(a+5) (b+5)(a+5)

2. a. Soient a,be |-5;+od[ tels que a<b :
_3(a-b)
(=10 G

Onsaitque a<b donc a—b<b—b soit a—b<0
Onsaitque a>-5etb>-5
donc a+5>0 et b+5>0

3(a-b) ()

(b+5)(a+5) "(+pq+):‘”
- AINSI f (a)—f (b)<0 soit f(a)< f(b)
Si a<b implique f(a)< f(b), alors la fonction f

- AINSI

est croissante sur ]-5;+oo[ .
b. Soient a,be |—o0;—5[ tels que a<b :
3(a—b)
f -f(b)z=————
(3)= 1) = Grs)ars)
Onsaitque a<b donc a—b<b-b soit a—b<0

Onsaitque a<-5etb<-5
donc a+5<0 et b+5<0

da-h) L () .
beo)as) > e

- AINSI f (a)—f (b)<0 soit f(a)< f(b)
Si a<b implique f(a)< f(b), alors la fonction f

- AINSI

est croissante sur ]—oo;—5[.

3. Dresser le tableau de variation de f :

EXERcCICE 10.10
Soit la fonction définie sur ]—oo;+oo[ par :

3
f(x)=
() x2+1
1. Soit a et b deux réels.
3 3
f(a)—f(b)= -
() () a2+1 b2+1
3><(b2+1) 3><(a2+1)

B (a2 +1)x(b? +1) ) (62 +1)x(a? +1)

3(b? +1)-3(a +1)

(a2 +l)(b2 +1)
32+3-3a%-3 3(b2—az)
(a +1)(b2+1) (a2+1)(b2+1)
3(b+a)(b-a)

(a +1)(b2+1)

2. a. Soient a,be[0;+o[ telsque a<b :

[t
3(b+a)(b-a)
f(a)—f(b
& O )
Onsaitque a<b donc a—a<b—a soit O<b-a
Onsaitque a>0etb>0 donc a+b>0
On sait que a2>0etbh?>0
donc a?+1>0etb2+1>0

3(§+a)(b2—a) 20 S (+)x(+):(+)
(a +1)(b +1) (+)x(+)

- AINSI f (a)—f (b)>0 soit f(a)> f(b)
Si a<b implique f(a)> f(b), alors la fonction f

- AINSI

est décroissante sur [0;+oo[.

b. Soient a,be ]—0;0] tels que a<b :
3(b+a)(b-a)

(a2 +1)(b2 +1)

Onsaitque a<b donc a—a<b—a soit O<b-—a
Onsaitque a<0etb<0 donc a+b<0

f(a)-f(b)=

On sait que a2 >0 et b2 >0
donc a2+l>0 et b2 +1>0

3(b+a)(b-a)

(az +1)(b2 +1)

(=)x(+)
(+)x(+)

N—

- AINSI <0 >

-()




www.mathsenligne.net

FONCTIONS NUMERIQUES D’UNE VARIABLE REELLE

EXERCICES 10

- AINSI f(a)-f(b)<0 soit f(a)-f(b)<0
Si a<b implique f(a)-f(b)<O0, alors la fonction f

est croissante sur ]-o0;0].

3. Tableau de variation de f :

X|—00

0 +00

f

EXERCICE 10.11

T

Soit la fonction définie sur |—oo;+oo[ par: f(x)= X3 -3x.
1. Soit a et b deux réels tels que a<b :
f(a)-f(b)=(a~3a)(b°-30)=a’~3a—b + 3 =a>-b°~3a+ b

Or si I’on développe la factorisation proposée, on obtient :
(a—b)(a2 +ab+b? —3):a3 +a’b+ab®—3a—ba’ —ab®-b3+3b=a-3a-b3+3b

AINSI f (a)- f (b)=(a~b)(a® +ab+b’ -3)

2. A T’aide des propriétés des inégalités, déterminer le signe de (az +ab+b? —3) dans les cas suivants :

a.a>letb>1

a?>1 X b >1 ;ab>1

d’ou a+ab+b%>3
et a+ab+b2-3>0

b.0<a<let0<bx<l1
a’<1; b2<1; ab<1
d’ou a®+ab+b%<3
et a®+ab+b%-3<0

C. -1<a<0et-1<b<0
a2<1; b2<1; ab<1
dou a’+ab+h?<3

et a®+ab+b%—-3<0

d a<-1etb<-1
a2>1; b2>1; ab>1
d’ou a’+ab+b?>3
et a®+ab+bh?-3>0

3. Compléter le tableau suivant : a<b donc a—b<0

aetb a<b<-1 -1<a<b<0 0<a<b<1 l<a<b
a-b - - - -
a’+ab+b®—3 + - - +
f(a)-f(b) - + + —

Bilan :

Soient a,be]—o;—1] telsque a<b : f(a)—f(b)<0 :lafonction f est croissante sur |—o;—1].

Soient a,be[-1;1] telsque a<b : f(a)—f(b)>0 :lafonctionf est décroissante sur |—oo;—1].

Soient a,be[1;+oof telsque a<b : f(a)—f(b)<0 : lafonction f est croissante sur [1;+od .

4. Tableau de variation de f:

X —00

-1

+00




